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венного контакта и её размеров с целью дальнейшего исследования модели 
зацепления. 
 
  
Рис. 8. Сопряженная гиперболоидная пара 
 
Выводы. Можно сделать вывод: математическая модель, посредством 
которой получен компьютерный аналог квазигиперболоидной зубчатой пере-
дачи, позволяет создать твердотельные квазигиперболоидные зубчатые коле-
са накатыванием (рис. 8). Геометрия начальных поверхностей зубчатых колёс 
при накатывании максимально приближается к теоретическим начальным по-
верхностям – гиперболоидным аксоидам [2]. Анализ разработок гиперболоид-
ных (винтовых и гипоидных) передач важен с той точки зрения, что получен-
ная в результате анализа информация позволит каждому промышленному  
предприятию Украины, применяющему пространственные передачи, оценить 
степень их соответствия современным требованиям производства. 
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ОБ ОДНОЙ РАЗНОВИДНОСТИ ВЫСОКОНАГРУЖЕННОЙ 
ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ЗУБЧАТОЙ ПЕРЕДАЧИ ВНУТРЕННЕГО 
ЗАЦЕПЛЕНИЯ 
 
Розроблено математичну модель геометрії циліндричної прямозубої передачі з внутрішнім заче-
пленням, яка забезпечить підвищену згінну міцність зубців коліс та більш високе значення пере-
даточного числа. 
 
The mathematical model of geometry of cylindrical spur transmission with an internal gearing which 
will provide heightened bending strength of teeth and a higher value of a reduction rate is developed. 
 
Зубчатые передачи с внутренним эвольвентным зацеплением получили 
широкое распространение в планетарных передачах, в поворотных механиз-
мах подъемно-транспотрных машин, металлорежущих станков и прочего 
оборудования, причем обладают рядом преимуществ по сравнению с переда-
чами внешнего зацепления. Они имеют повышенный КПД и повышенную на-
грузочную способность из условия контактной прочности рабочих поверхно-
стей зубьев [1]. Однако зачастую ограничением допускаемой нагрузки на та-
кие передачи является изгибная прочность зубьев [2]. Поэтому актуальным 
является повышение изгибной прочности зубьев колес этих передач. Особен-
но это актуально для планетарных зубчатых передач с малой разностью чисел 
зубьев колеса с внутренними и колеса с наружными зубьями, когда контакт-
ная прочность зубьев значительно выше их изгибной прочности [2]. Кроме 
того, разность чисел зубьев, непосредственно влияющая на передаточное 
число, также ограничена в связи с наличием интерференции зубьев [1]. 
Данная работа посвящена созданию геометрии передачи с внутренним 
зацеплением с укороченными, в сравнении с эвольвентными, зубьями путем 
применения колес, зубья одного из которых имеют профили, очерченные ду-
гой окружности. 
Рассмотрим зацепление прямозубых зубчатых колес передачи с внут-
ренним зацеплением в торцовом сечении, см. рис., и следующие системы ко-
ординат: 
– 111 ZОX  – подвижную систему координат, связанную с колесом с 
внутренними зубьями (колесом); 
– 222 ZОX  – подвижную систему координат, связанную с колесом с на-
ружными зубьями (шестерней); 
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– XOY  – неподвижную систему координат. 
Пусть профиль зуба колеса (см. рис.) очерчен дугой окружности ββ −  с 
радиусом ρ  и центром О′ . Тогда в системе координат 111 YОX  уравнение 
профиля зуба ββ −  колеса будет иметь вид 
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где α  – текущий угол профиля ββ − ; a  – расстояние от центра О′  до каса-
тельной к начальной окружности колеса; 1R  – радиус начальной окружности 
колеса с внутренними зубьями. 
 
 
Рис. Схема зацепления колес в торцовом сечении 
 
Профиль зубьев шестерни будет огибающей профиля (1) зубьев колеса. 
Для определения уравнения этой огибающей воспользуемся кинематическим 
методом [2], согласно которому уравнение зацепления имеет вид 
 
,0121 =⋅Ve  (2)
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где 1e  – орт нормали кривой (1); 
12V  – вектор относительной скорости в за-
цеплении. 
Проекции орта нормали в системе координат 111 YОX  равны 
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где αα 11 , yx  – производные 11, yx  по α ; ( ) ( )2121 αα yxn +=  – модуль векто-
ра нормали кривой (1). 
Учитывая, что  
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из соотношений (3) получаем 
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Проекции вектора относительной скорости в системе координат 111 YОX  
равны [3] (при угловой скорости 11 1
−= cω ) 
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где 
2
1
R
Ru =  – передаточное число передачи; 21 RRaW −=  – межосевое рас-
стояние. 
Тогда уравнение (2) будет иметь вид 
 ( ) ( ) .0coscos 111 =+−+ ϕαα RaR  (7)
 
В неподвижной системе координат XYZ  координаты кривой (2) равны 
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Равенства (7) и (8) определяют координаты линии зацепления в торцо-
вой плоскости. 
В системе координат 222 YОX  координаты кривой (2) равны [3] 
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где 2ϕ  – угол поворота шестерни с нагруженными зубьями. 
Равенства (7) и (9) определяют координаты профиля зуба шестерни с на-
ружными зубьями. 
Зубья шестерни и колеса могут быть нарезаны по методу обкатки рееч-
ным инструментом, координаты профиля зубьев которого определяются со-
отношениями (8), записанными в системе координат PPP YОX , связанной с 
рейкой, совместно с уравнением (7) 
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Чтобы воспользоваться результатами работы [3] при определении крите-
риев работоспособности исследуемой передачи, запишем уравнение профиля 
реечного инструмента с использованием (10) и (7) в виде 
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где 
1R
aa = . 
При определении критериев работоспособности необходимо иметь зна-
чения первых 21 ',' ff  и вторых 21 '','' ff  производных функций 1f  и 2f , 
например, по 1ϕ . Используя (11), получаем 
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Используя последнее равенство (11) имеем 
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Используя результаты работы [3], запишем значения геометрокинемати-
ческих критериев рассматриваемой передачи: 
– относительная скорость при 11 c1
−=ω , 
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– скорость качения поверхностей зубьев колеса с внутренними зубьями 
при 11 c1
−=ω , 
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– скорость качения поверхностей зубьев шестерни с наружными зубьями 
при 11 c1
−=ω , 
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– суммарная скорость качения при 11 c1
−=ω , 
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– приведенная кривизна профилей зубьев, 
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– удельные скольжения зубьев колеса с внутренними зубьями, 
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– удельные скольжения для зубьев шестерни с наружными зубьями, 
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– торцовый коэффициент перекрытия, 
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– условие подрезания зубьев шестерни с наружными зубьями 
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где 21, αα  – параметры, соответствующие границам поля зацепления, опре-
деляемые из соотношений 
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где 1aR  и 2aR  – радиусы вершин зубьев зацепляющихся колес; ,, 11 yx 22 , yx  
– определяются из соотношений (1) и (9), соответственно. 
Радиусы вершин зубьев равны 
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где 1ah  – высота головки зуба колеса с внутренними зубьями; 2ah  – высота 
головки зуба колеса с наружными зубьями. 
Высоты головок зубьев определяются из условия обеспечения значения 
коэффициента перекрытия 2,1≥αε . При этом высота зуба равна ( )m6,0...5,0 , 
 24
что в 3,75…4,5 раза меньше высоты зуба эвольвентной передачи двадцати-
градусного зацепления. 
Выводы. 
1. Получены зависимости для определения геометрокинематических 
критериев цилиндрической прямозубой передачи с внутренним зацеплением, 
профили зубьев которой очерчены отрезками дуг окружностей. 
2. Применение колес с зубьями меньшей высоты обеспечит существен-
ное повышение изгибной прочности их зубьев. 
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УНИФИКАЦИЯ ГЕОМЕТРИИ РАБОЧИХ ПОВЕРХНОСТЕЙ 
ЗУБЬЕВ ПРИ СИНТЕЗЕ ПЕРЕДАЧ ЗАЦЕПЛЕНИЕМ 
 
Розглядаються комп'ютерно – графічний і аналітичний способи апроксимації таблично представ-
лених кривих, що описують профіль зубців. Для уніфікації геометрії робочих поверхонь зубців 
використовуються криві Без’є третього порядку. Отримані результати дозволяють підвищити 
ефективність систем автоматизованого синтезу й аналізу передач зачепленням. 
 
Computer-aided-drawings and analytical methods of approximation of presented in the tables curves 
which describes teeth profile have been investigated. To unify geometry of teeth working surfaces Bezie 
curves of the third power have been used. The obtained results allow for the increase of effectiveness of 
automate synthesis and analysis of gearing. 
 
Постановка проблемы. Повышение эффективности систем автоматизи-
рованного проектирования передач зацеплением в значительной мере зависит 
от математического ядра, которое заложено в основу этих систем. Поэтому 
возникает необходимость в выборе таких зависимостей для описания геомет-
рии рабочих поверхностей зубьев, которые наилучшим образом используют 
возможности современных компьютерных технологий. 
